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OZET

Bu bitirme projesinde reel, genellestirilmis, kompleks (bikuaterniyonlar), dual (tam dejenere) kuaterniyonlar tanimlanmis ve bu kuaterniyonlarin temel 6zellikleri incelenmistir. Genellestirilmis, dual ve kompleks kuaterniyonlarin kutupsal gosterimi
verilmistir. Reel, kompleks ve dual kuaterniyonlarin Euler formilleri incelenmistir. Uygulamalarda kullanilabilmek amacli reel kuaterniyonlarin De-Moivre formiilleri, kuvveti ve koklerini hesaplama ydntemleri verilmis ve bu ydntemler

orneklendirilmistir.

KUATERNIYONLAR

Reel Kuaterniyonlar

Reel kuaterniyonlar (kuaterniyonlar) kiimesi H ={aqy + a4i + a,j + azk| ag,aq,a5,a3 € R } ile tanimlanmir. H
kiimesinin her bir elemanina reel kuaterniyonlar denir. Bu kiimenin {1, i, j, k} baz elemanlarmin ¢arpimi

i2=-1, j?2=-1, k?=-1,ijk = —1 seklindedir.

Herhangi g = ag + a4l + a,j + azk ve p = by + byi + byj + b3k iki reel kuaterniyonun toplami, ¢arpimi, eslenigi,
normu ve tersi

* q+p=(ap+by)+ (a; +b)i + (ay +by)j + (az + b3)k
® qp = (ao + ali + azj + a3k)(b0 + bll + b2] + bgk)

- aobo - (a1b1 + azbz + a3b3) + (a0b1 + a1b0 + a2b3 - a3b2)i + (aobz + azbo + a3b1 - a1b3)j +
(agbs + azby + a;b, — ayby)k

67=a0—a1i—a2j—a3k

lqll = /a7 = Ja% ra2+al+a
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q TIE

seklindedir.

Genellestirilmis Kuaterniyonlar

H; = {ay + a4i + a,j + ask| ay, a4, a,, az€ R} genellestirilmis kuaterniyonlar kiimesi olup bu kimenin {1,i,j,k} baz

elemanlarinin  carpimi, i =—a, j?=—-B, k?*=—af, ij=—ji=k, jk=—kj=pi, ki=ik =a seklinde

tanimlanmistir.

Ozel Haller

a = ff =1 secilmesi durumunda reel kuaterniyonlar

a = 1,8 = —1 sec¢ilmesi durumunda split kuaterniyonlar

a =1, = 0 secilmesi durumunda semi-kuaterniyonlar

a = —1, = 0 secilmesi durumunda split semi-kuaterniyonlar

a = 0,8 = 0 secilmesi durumunda Quasi(1/4) kuaterniyonlar

elde edilir.

Dual Kuaterniyonlar (Tam Dejenere ya da Null Kuaterniyon)

Hp = {Q = A, + Aji + A,j + A3k|Ay, Ay, A,, A3 € D } kimesi dual kuaterniyonlar kiimesidir. Burada {1,i,j,k} baz
elemanlarinin carpimi, i? = j2=k? = 0, ij = jk = ki = ijk = 0 seklinde tanimlanir.

Kompleks Kuaterniyonlar (Biquaternions)
He = {Q. = Qo + Qi + Q,j + Q3k : Qy,Q1,0,,03€ C, i? =j% =k? =ijk =—1} kiimesi kompleks kuaterniyonlar
kiimesidir.

q1 =a0+a1i+a2j+a3k ve (g, =b0+b1l+b2]+b3k
kuaterniyonu bu iki reel kuaterniyonun kombinasyonu olarak,

iki reel kuaterniyon olmak uzere Q. kompleks

QC == ql + qu == ao + ali + azj + a3k + l(bo + bll + b2] + bgk) == ao + lbO + (a1 + lbl)l + (az + lbz)] +
(as +ib3)k = Qo + Qi + Q,j + Q3k seklindedir.

Kompleks kuaterniyonun kuaterniyon, kompleks ve hermityen eslenigi sirasiyla asagidaki gibi tanimlanmustir.

* Qc=0Qo—0Q1i—Qyj —Qzk
® Qg == ao - lbO + (a1 - lbl)l + (az - lbz)] + (a3 - lb3)k
ag — ibg — (a; —iby)i — (a; — iby)j — (az — ib3)k

Ayrica normu ve tersi de

« 1Q.ll =+/0Q.Q; = JQ% + Q% + Q% + Q%

—1 __ Qo—Q1i-Q2j—0Q3k
Q ~ =
JQ%+Q%+Q§+Q§

seklindedir.
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KUATERNIYONLARDA HESAPLAMALAR

Reel Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterim

q reel kuaterniyonunun, reel eksen ile yaptigi aginin a oldugunu kabul edelim.

q = ap + a;i + azj + azk reel kuaterniyonunu g = S, + V, seklinde de ifade edebiliyorduk. Burada S, skaler kismi 1,
vektorel kismi gostermektedir. Bu reel kuaterniyonu goz dniine alirsak,

S . |4 . . . R
, Cosa. =-—L  ve sina = vl olmak uzere, q = ||ql|( coso+ 7isina) olarak ifade edebiliriz.

~ llall lqll
Genellestirilmis Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterim

Ao

qg = ao + a1l + azj + agk genellestirilmis kuaterniyonunu goz ontine alalim. Burada cosa= TEm
g

\/aa%+ﬂa§+aﬁa§

lag|

— a1i+a2j+a3k

ven =
\/aa%+ﬂa%+aﬁa§

sina= secilerek genellestirilmis kuaterniyonlarin kutupsal gosterimi

g = ||qg||(cosha+77isinhoc) seklindedir.

Dual Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterim

Aqi+Ayj+Ask

Q, birim dual kuaterniyon olsun. Burada cosa, = 4, , sinay = A;* + A,* + A3* ve S_(,) = secerek dual

JA12+A22+A32

kuaterniyonun kutupsal gésterimini Qy = cosa, + S_(; sinay seklinde yazabiliriz.

Kompleks Kuaterniyonlarin Kutupsal Gosterimi

, 2. 1242
Qo Qi +Q3+03 — _ Q1i+0Q2j+03k

Q. birim kompleks kuaterniyon olsun. Burada cosa= —— ve sina= ven
lell lQcll 0?+Q3+Q2

kuaterniyonlarin kutupsal gosterimi Q. = ||Q.||(cosha+nsinha) seklinde ifade edilebilir.

secilerek kompleks

Kuaterniyonlarin Kuvveti
Bir g = S, + V; reel kuaterniyonunun, n-inci kuvveti S, = x ve (I, ;) = y olmak lzere n cift ise,

n/2

n/2
qn — Z (27:,.) xn—Zr(_y)r] + lz (er_l'_ 1) xn—Zr—l(_y)r Vq»
=0 r=0

r

ve n tek ise,

(n-1)/2 (n-1)/2
n n
n N=21r(_\T n=2r—17_.\7r
= Z) (Zr)x =7+ Z (2r+1)x =907 Y
=

r=0

ile bulunur.

De Moivre Formulu

Kutupsal gésterimi ¢ = ||q||(cosa+nsina) biciminde olan herhangi bir kuateriyon icin keZ olmak Gzere,
q* = ||lq||¥cos(ka )+t sin (ka) esitligi vardir.

Ornek: ¢ = 1 + 2i — j + 2k kuaterniyonunun 10’uncu kuvvetini hesaplayiniz.

vV
”S—q” =arctan3 olur.

Coziim: Oncelikle kuaterniyonu kutupsal formda yazalim. Sq > 0 oldugu i¢in a = arctan ;

lgll = V10ven = Zi_J;Zk olmak tzere, ¢ = V10(cos(arctan3) + 7 sin(arctan3)) olacaktir. Buradan,

q'® = 10°(cos(arctan3) + 7 sin(arctan3)) elde edilir.

Euler Formulu

. . . V . = . TV
Her g € H birim kuaterniyonu, vektérel kismi 71 = ﬁ olmak lzere, e™® = cosa + 7nsina esitligi saglanir.
q

Ornek: g = %+ %i + %j + %k birim kuaterniyonunu ustel formda yaziniz.

i—j+k
V3

Coziim: 1 = olmak tizere, ¢ = cos60 + 71sin60 = e™™/3 seklinde yazilabilir.

Reel Kuaterniyonlarin Kokleri

Bir ¢ = ||q||(cosa+7 sina) reel kuaterniyonu icin, p™ = g
esitligini saglayan p kuaterniyonlarina, q kuaterniyonunun m-inci dereceden kokleri denilir ve p = "3/q

ile gosterilir. Kuaterniyonlar icin De-Moivre formulleri kullanilarak bir kuaterniyonun kokleri basitce elde edilebilir.

Kuaterniyonlarin n-inci Dereceden Koklerinin Bulunmasi

= ||q||(coso+iisina) reel kuaterniyonu icin, p™ = q esitligini saglayan p kuaterniyonlari:

0,1,2,...,m — 1igin,
o + 2kt o + 2k
p = "Vlall (cos ===+ fsin = )

ile bulunur. Buna gore g € R i¢in, bir kuaterniyonun m tane m-inci dereceden koku vardir.




